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��������*� 1� ����*�������* �&�0��# ����� ���-����&���, �&�� ��8
�����5 -������� ����0����� -�����&�4�� *��4�����# �����,I�*� �%
����0���� 0��&� ��%��5 ���-����&���� � ���%����* ��&���,# -�� ��8
����5 ��4��� �% ���-����&���� ������ ��������&/��� ��&�� � ����8
,�����/ -����� -����� 

wX TeS c\cS_ oS FWXU[YS_ \UQZcTWT[F\^ kWOXYU lW_ TeS c\FrST ^WUU c_Wk\k[^[TQ
[X TeS ZWYS^ Y/D/1/h/d o[Te UWZS UcSF[\^ US_n[FS Y[F[c^[XS d ∈ D(h)
c_SUSXTSY kQ mUQk\rWn v \XY e[U FW8\OTeW_U pS \_S \X\^QP[X` TeS F\US
oeSX Y[UT_[kOT[WXU Wl TeS UWO_FSU�U \FT[nS cS_[WY ^SX`TeSU kS^WX`U TW TeS UST
FWXU[UT[X` Wl qX[TS XOZkS_ Wl Y[�S_SXT Y[UT_[kOT[WXU \XY YS_[n[X` FWXY[T[WXU
OXYS_ oe[Fe S\Fe Y[UT_[kOT[WX [X�OSXFS XWXT_[n[\^^Q WX c\FrST ^WUU c_Wk\k[8
^[TQ 

��&'��(� )�*��� ����,�����/ -���-�&����, )�7���# ����,�����/ -�8
���� -�����# ��*�-���)��# ���-����&���� � �,4�&�* 5�����* 
+,-./012� kO�S_ WnS_�Wo c_Wk\k[^[TQ# eS\nQ8T\[^SY Y[UT_[kOT[WX# _\_S
SnSXT�U c_Wk\k[^[TQ SUT[Z\T[WX 

���4�5��

� �����'�����5 ��&�����5 �1� �5��,I�� -����� 5���.� �--�����*���H��,
*��������*� -��'����*� �&� ���'�������*� -��'����*� ��-� x~dx# � �����8
��&� ���*��� *�4�� -�,�&����* %�,��� -�&���H��, ��%�����*�*� �&�0����*�
��&�0���*�# �*�HI�*� ���-����&���, � &����*� 5�����*� � ��&� K��-����'�8
�&/���� �)�����, �����&,'������ 7���'�� ���7��� � -���)��5 *���&,5 ������8
�������� -���� -�� ���&�0���� *��.��)� ���������, -��)&�4����, -� ��������*
� ���������*� -��'���� � ��%�����*�*� -����I���,*� !)�&�*� .�*�"# �� ���/
�)&����� �������. ���
�	+ �&� /����� &/���+��. 
���������	+ ��&� �����
-���� -����-��� �� �5�� ��������� �1�# �� 5������������� ��0����� �)�&�4�8
����, !`ab "# � 0��������# ����� ��� ����,�����/ -���-�&����, )�7��� ����0����
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��%*��� �&� ����,�����/ -����� %�,���# �)���H� K��-����'��&/��* �)��%�* � %�8
����*���� �� ���&�0���, ���������� 5����������� -���*����# ��-��*��# ��%*���
)�7��� 

i*-���0����� ���&�������, tCu# tAu# tEu -���%�&�# 0�� -����� ���7��� � �����8
*����5 ��*-/H�����5 ���,5 �)&���H� ��������* ���)�. ���
�� �&� ��������
&/���+��. 
����������# ��&������� ��������)� �)�����, �5 �����&,'�����5
7���'��# � �&��� -������� %��,����� �*�H� ������������
 � �
@����� ���6
�����# � 0��������# ���-����&���, ��-� ������ � -���%���&�* 1 < α < 2 ������8
�������� -��'��� � K��� �����'�� �������, �&�0����* � ��������0���� ���&,���
��������� �� ��%��5 ���*����5 .��&�5# �� ���/ ,�&,���, ��������/��� 

6������������� `ab � �����*�5 *�������� �)�&�4�����, � ����*� �5��,I�8
*� -�����*� �������&/�� *��,H��, -� ��������H � �����'�����*� *���&,*� 
��&������� �&�4��� ��������� �5��,I�5 -������# ��� -����&�# ������ -�&�0��/
��0��� 7��*�&� �&, �5 ���0���# 5��,# � �-����&����5 �&�0�,5# *�4�� �-����/
�5 ���*-����0����� -�������� �&� ����� �&, ��5 ��������� ���*-����0����� ���8
��'� 

� )�&/.������ �%������5 ��* ��)��# -���,I����5 ���&�%� -���%������&/��8
��� �1� � ��*�-���)��*� �5��,I�*� -�����*�# -���-�&���&��/# 0�� ����0����#
-���4��HI�� ���7�� ,�&,H��, ���������*�# �� ���/ �*�H� ���������� ���-��8
��&���� �&, �&�� �������5 -������� ������ ���7�� � �����*����5 ��&���**�8
����'�����5 �����*�5 ,�&,���, �������&/��*# -����&/�� � ��*��5 ����� ����
�������*���� -��������, ��7��*�'�, !���&��� �����# �����# ������"# -���h8
,�&,HI�, ��%��� ���)�����, � -��-������ �-���)�����# �������� -�����0�# %�8
���4��* � -��0�* 5�������������* `ab# � ���&�������, -������ �����5 � �,��
��&���**�����'�����5 �����* tAu# t<u -���%�&# 0�� ��� �)&���H� -��������*# )�8
&�� -�5�4�* �� -�������� *�&/��7�����&� 
��*� �&���*�# -�������� ���7���
�� )�&/.�5 � *�&��/��5 ���*����5 .��&�5 ��%&�0����, � ��,%� � K��* �;"[>
��%5*S #��#�")# e�4�'� T*)"$*�5�# 5*�(! :*4���S �!*4#d�! T*"*;*�#
�)&���HI�5 ��4��*� ��������*� � �e['�5�� !�$�;"�$�)"�; 
�� � ���
) T*4*_5(:� �!*4#d�:� T*"*;�:� ��-��*�� �4������,# 0�� ��-��-�%�'�,
�����&/��5 ��*�-���)��5 -��'����� � ��%&�0��*� �������*� ��*�-���)�, )����
�)&����/ ��4��*� ��������*� 

� �����,I�*� *�*���� ��I������� �,� ��)�� � ������5 ����*������&��/ ���8
��&/�� ��%&�0��5 ���-����&���� �&�� �������5 -������� ����0����� �&�����
��%�&/��� �����5 ��)�� %��&H0����, � ��*# 0�� �������� ���
��� �� ���������6
����� ����
��)� ������ � �WR � �� ���
����� ������������� � ����� �
@�6
��� ������� ������ ������������ � -�����0����� ��0�� %����, ��-��� � ��*#
��� )���� ����� ��), �5��,I�� -���� � 5�������������`ab � �����'�� ���������8
��5 ����0�����# ����� ��,4�&��� %�,��� -��5��,� �����# � �������H �����%8
�� -���4��H� ��������&/�� )�&�� �&������ ���)�����,# �������, -�����0����
�����,I����* 

3� �*4��% �(_�;*��

� -��&����� ���� ��%��� ������� � �%�0���H �����* ��-� G/D/1/h# h <∞# -�8
���&/�� � �����*����5 ��*-/H�����5 �����*�5# ��-�&/%�HI�5 ��4�* ����5���8
��� -�����0� �����5 M xmd# ���*, �)�&�4�����, ,�&,���, �����*����������* 
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� 0��������# ���*-����0����� �����'� �&, ����,������ -���-�&����, )�7��� �
����,������ -����� -����� �&, �����* � ��*�-���)��* �5��,I�* -�����* � ��8
�������*� ����0����*�# ��-�&/%�HI�5 ��4�* xmd# )�&� -�&�0��� � ��)���5
:�)�����# tBu 8 t;;u# t;Du �������* ������� �-������ K��� *���&� 

1� ����*�������* �5��,I�� -����

Y = (. . . , Y−1, Y0, Y1, . . .),

��� Yt ∈ {0, 1, ...}, t ∈ Z = {. . . ,−1, 0, 1, . . .} M K�� ��&�0����� -������# �������8
�������5 ���*� �������*� ����0����*� � *�*��� ���*��� t $�% ������0���,
�)I����� -�&����*# 0�� �&��� ��4���� -����� ����� �����'� 

�)�%��0�* 0���% ωs# τs � θs(i) ∈ Z+ ��0�&� � �&��� ��������� -������ ����08
���� s ∈ Z+ � 0��&� -������# ��������������5 ����0����* s � *�*��� ωs + i− 1 
����/ θs(i) > 0 �&, &H)�5 i ∈ {1, . . . τs} � θs(i) = 0 -�� i ≤ 0, i ≥ τs + 1 

����% ξt ∈ Z+ �)�%��0�* 0��&� ����0�����# �-������.�5�,� � *�*��� t 
����*�������*�� ���7�� ���/ ��-��-�%�'�, -������# ���������*�5 ��%&�0��*�
�������*� � *�*��� t ����0����*�

Yt =
∑
s∈Z

θs(t− ωs + 1), t ∈ Z.

����-�&�4�*# 0��

;" �&�0����� ��&�0��� τs, s ∈ Z+ � � � �

C" �&�0����� ��&�0��� ξt, t ∈ Z+ � � � # � ξt �*��� ���-����&���� ��������# ��

���/ P{ξt = k} = e−λλk

k! , 0 < λ <∞, k ∈ Z+�

?" �&�0����� ��&�0��� τs �%��*�� ��%�����*� � ξt � ωs�

A" ����0���� �*�H� -����,���H �������/@ θs(i) =
{

1, ��&� i ∈ {1, ..., τs},
0, ��&� i ≤ 0, i ≥ τs + 1.

����� ���-����&���� Yt �&, ��4���� t ,�&,���, -�����������*# �� ������*
EYt = λEτ � ���-������ DYt = λEτ �������������� +���/ � � ξ � τ �*�H� �����
4� ���-����&����# ��� ξt � τs 


����H *���&/ �5��,I��� -����� 0���� ��%���H� M/G/1 *���&/H# ��� ��*8
��& M ����0��� %� ������������� -���� ξt# � G ���/ ���-����&���� ��%�����*�5
���������5 ���*�� �)�&�4�����, τs 

��&� �&��� �������5 -������� τs �&, ���5 s ∈ Z+ � ���5 l ∈ N �*�H� ���8
������� ���-����&���� ������# �� ���/

P (τs = l) = c0l
−α−1, c0 =

( ∞∑
l=1

l−α−1

)−1

, 1 < α < 2, !;"

�� -���� Yt )���� ���*-����0���� ��*�-���)��* -��'����* � -���*����* 6�����
H = 3−α

2  ��� ��� H ∈ (1
2 , 1) -�� 1 < α < 2# �� {Yt}, t ≥ 0 K�� -��'��� � ��&���

-�*,�/H ���*� ���� -�� 1 < α < 2 � � τs �*�H� ����0��� ������� � )������0��H
���-����H 
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�&�� )���* ����*�������/ �����*� Y/D/1/h# ��� Y ���/ �5��,I�� -��'���
�-������� ��.�# D M -����,���� ���*, �)�&�4�����, �&, -����� ������ ;# ���8
��� -���*���# ������ ;# �%��0���# 0�� � �����*� ���/ ��&/�� ���� �)�&�4���HI��
���������� !����&"# h <∞ K�� ��%*�� )�7��� � -�����5 

����0��� ��%*�� )�7��� �%��0���# 0�� �� *�4�� 5�����/ �� )�&�� 0�* h -���8
��� � &H)�� *�*��� ���*��� t � ��4��* ���*����* ���� [t, t+1) ����& -�������
�� )�&�� 0�* C -������# ������� )�����, &�)� �% )�7���# &�)� �% Yt ����5 -���8
��� �����# ������� �)�&�4������, � ���� [t, t + 1)# �5���� �% �����*� � *�*���
t + 1 ��&�0��� C ��%������, ����&����. �����/����	+ ������ 
�&�� *� -�&�8
���* C = 1 

� ��4��� *�*��� ���*��� t � ����&� *�4�� ��5����/�, �� )�&�� ������ -�����#
� )�7�� �� *�4�� 5�����/ )�&�� h -������# �&�������&/�� ��&� h+1 < Yt# �� 0���/
-������ �),%���&/�� )���� ����,�� �)�%��0�* 0���% Z = (. . . , Z−1, Z0, Z1, . . .)
��&�0����� -������# ��5��,I�5�, � )�7��� � *�*��� ���*��� t 

���)�&�� ���������* �&����* ���'�-&�� �)�&�4�����, d ,�&,���, �&���
DC(h)# ����&�����,HI�� �&���HI�* ��&���,*@

;" ��&� Yt + Zt > 0# ����� min{Yt + Zt, 1} -������ -�-����� � ����& � *�*���
���*��� t�

C" ��&� Yt + Zt ≤ h+ 1# ����� �� ���� -���� �� ���,���, � *�*��� ���*��� t�

?" ��&� 4� Yt +Zt > h+ 1# �� Yt +Zt− h− 1 -������ ���,���, � *�*��� ���*��� t 

����� �*���� -����� ��)���H��, �&, �)�&�4�����,# � ����� ���,H��,# �-��8
��&,���, ���������� ���'�-&���� d ∈ DC(h) 

��)���� Yt+Zt > h+1 ��%������, -���-�&�����* )�7��� � *�*��� t 1�*��� t
��%������, *�*����* -���-�&����,# ��&� ���,���, 5��, )� ���� ���������������
� *�*��� t -���� 

� ��)���5 tBu 8 t;;u )�&� ����%���# 0�� �&, �����*� Y/D/1/h �&, ����,������
-����� -����� � ���'�������* ��4�*� �-�����&��� �&���HI�� �����'� 

��*$�:� 3� ;c�/����=�
V��� Eτ < ∞ � P (ξ = 0) < 1� �� � �� Y/D/1/h � ����
���	��. ���'����6

��. �/��&@�����
 �
 ������ D(h) ��
 ����
������ ������ ������ �����������
����&+��� ���������"����� )����'�E

Ploss ≥ 1
λEτ(Eτ + Eκ)2

∞∑
n=n1

P (τ ≥ n), !C"

)��

n1 =
[
h+ b

a

]
+ 2, Eκ = [1− P (ξ = 0)]−1 − 1,

a = (Eτ + Eκ)−1 ≤ 1, b = a+ 1

�

Ploss ≤ 1
(1− λEτ)Eτ

∞∑
n=h

P (τ ≥ n), λEτ < 1 !?"
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��&� �&�0����, ��&�0��� τ �*��� ���������� ���-����&���� ������# �� ��48
�,, � ���5�,, �����'� �&, ����,������ -����� -����� -�� h → ∞ )���� �*��/
���

Ploss ≥ c0
α(α− 1)λEτ(Eτ + Eκ)2

([
h+ b

a

]
+ 2
)−α+1

, !A"

�

Ploss ≤ c0
α(α − 1)Eτ(1 − λEτ)h

−α+1, !D"

��� λE(τ) < 1

&, )�&/.�5 h *� -�&�0��*

Ploss ≥ clowh
−α+1 !E"

�

Ploss ≤ cupperh
−α+1. !<"

��� K��* ���������

clow =
c0

α(α − 1)λEτ(Eτ + Eκ)α+1
!B"

�

cupper =
c0

α(α − 1)Eτ(1 − λEτ) !G"

%����,� �� λ, α,Eτ � �� 
����
� �� h 
����* �)��%�*# �����'� !E" � !<" � ��0����/H �� *��4���&,# �� %����,I��� ��

h# ��H� �������/ �)�����, ����,������ -����� -����� � �����* ��%*��� )�7���
h ��*���*# 0�� � ��&�0�� �� �����'�����5 *���&�� ��&����7��� ����,�����/
Ploss �)����� � �����* h �� K��-����'��&/��# � ���-����* �)��%�* 

����,�����/ -����� -����� ����� ��,%��� � ����,�����/H -���-�&����, )�7�8
�� � 0��������# -�� ���&����5 ��.� -���-�&�4���,5 ��������&/�� ���7��� Yt
�&, Pover �-�����&��� �&���HI�� ���*-����0����� �����'�@

Pover ≥ c0
α(α− 1)(Eτ + Eκ)α+1

h−α+1 = q1h
−α+1 !;="

�

Pover ≤ c0λ

α(α − 1)(1− λEτ)h
−α+1 = q2h

−α+1. !;;"

����,�����/ Pover ���4� �)����� � �����* h �� K��-����'��&/��# � ���-����*
�)��%�* 

6� �*4��% i 5�*45*$*45(: �!*4#d�: T*"*;*:

�����'�# -�&�0����� :�)�����* $ � # �0��/ ���)�� � -�����0����5 -��&�8
4���,5# -����&/�� %����,� �� ��%*��� )�7��� h � ��������� 
��� ��"���
���.
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����-�&�4�*# 0�� � �����*� ��,%� ����0���� *���� )��/ 2 ≤ r < ∞ ��%��5
��-�� !t;u" 
��*� �&���*� ��4��� ����0��� ��-� k, k = 1, . . . , r 5��������%����,
������������ �*� �&���� ��������� -������ τ (k)# ������, �*��� ���-����&����
������ � -���*����* α(k)# ��� 1 ≤ k ≤ r@

P (τ (k) = n) = c
(k)
0 n−α(k)−1, 1 < α(1) < . . . α(r) < 2. !;C"

� K��* �&�0�� ξt = ξ
(1)
t + ... + ξ

(r)
t # ��� ξ

(i)
t ���/ ��&�0����� ����0����� ��-� i#

�-������.�5�,� � *�*��� t � � ξ
(i)
t �*��� ���-����&���� �������� � -���*����*

λ(i), 1 ≤ i ≤ r �����)��*# 0��)� ��&�0��� ξ
(i)
t , 1 ≤ i ≤ r )�&� ��%�����*� �����

ξt ���4� �*��� ���-����&���� �������� � -���*����* λ = λ(1) + ...+λ(r) ����-�8
&�4�* ���4�# 0�� ��&�0��� λ = const# � ��&�0��� λ(i), 1 ≤ i ≤ r *���� �%*��,��, 
����* �)��%�*# *� *�4�* �%*��,�/ ��&�# ���������� ����0����* ��4���� ��-�
� �)I�* -�����# �����&,, -�� K��* ���%*����* ������������/ �)I��� -����� 

��4��� ����0��� ��%�����*� �� ��� ��-� ���������� R = 1 -������ �� ���*,
������ -������ ���������� ��%*�� )�7��� ����� h <∞# -��-�����, �-���)����/
����&� C ����� ; ������ ��-� -���� ���,���, -�� -���-�&����� )�7���# %������
�� ���������� ���'�-&��� d ∈ D(h) � �� ��&/���.�� �����4����, �� �&�,�� 

����*����* ����� �5��,I�� -��'��� Y ∗ = Y (1) + . . . + Y (r)# ������� ���/
��-��-�%�'�, ��%�����*�5 -��'����� Y (k), k = 1, . . . , r �-����&����5 ��.� 

�-����&�* ��&�0��� d(k) = λ(k)

λ  ����� ���-����&���, ����5 � � ξ∗ � τ∗ )����

�*��/H ���-����&���� � � ξ(k) � τ (k) ��������������# �%,��5 � ����*� d(k)# �� ���/

P{ξ∗ = m} =
r∑

k=1

d(k)P{ξ(k) = m} =
r∑

k=1

d(k) (λ(k))m

m!
e−λ

(k)
!;?"

�

P{τ∗ = x} =
r∑

k=1

d(k)P{τ (k) = x} =
r∑

k=1

d(k)c
(k)
0 x−α

(k)−1. !;A"

��� 7�����������5 λ(k) � λ -����� �&����*�� F �����* x �)����� *��&��8
��� 0�* ��� ����&/��� � �� )������0����� P{τ∗ = x} -���)������ ���*-������

cx−α
(1)−1# �� ���/ ���*-������ P{τ∗ = x} ���-����� � ���*-������� ��*��� ��,8

4�&���� ���-����&���, �% P  
� -�����0����� ��0�� %����, ��������� �����'�,# ����� ��,4�&��� %�,���

-��5��,� �����# � �������H �����%�� -���4��H� ��������&/�� )�&�� �&������
%�,��� 

��)���* ���� d(k) �&���HI�* �)��%�*

d(k) = hα
(k)−α(r)

, k = 1, . . . , r − 1
d(r) = 1− d(1) − . . .− d(r−1). !;D"

(���� �����/# 0�� d(r) → 1, d(k) → 0, k = 1, . . . , r − 1 -�� h→∞ 
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��&� λ 7����������# �� ���-����&���, � � ξ∗ � τ∗ �� )���� %������/ �� h 

�-�&/%�, !C" � !?" � ��� 7���# 0�� Eτ∗ =

∑
d(k)Eτ (k) → Eτr -�� h → ∞# *�

-�&�0��*# 0��

Ploss ≥ 1
λEτ∗(Eτ∗ + Eκ∗)2

∞∑
n=n1

r∑
k=1

d(k)P (τ (k) ≥ n). !;E"

�

Ploss ≤ 1
Eτ∗(1 − λEτ∗)

∞∑
n=h

r∑
k=1

d(k)P (τ (k) ≥ n). !;<"

�����&/��

c
(k)
0

α(k)
n−α(k) ≤ P (τ (k) ≥ n) ≤ c

(k)
0

α(k)
(n− 1)−α

(k)

�

1
(α(k) − 1)

n−α(k)+1
1 ≤

∞∑
n=n1

n−α(k) ≤ 1
(α(k) − 1)

(n1 − 2)−α
(k)+1, n1 > 2, 1 < α(k) < 2,

�% !;C" � !;D" �&�����# 0��

d(k)
∞∑

n=n∗
1

P (τ (k) ≥ n) ≥ d(k)c
(k)
0

α(k)

∞∑
n=n∗

1

n−α(k) ≥ d(k)c
(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
(n∗

1)
−α(k)+1

�

d(k)
∞∑
n=h

P (τ (k) ≥ n) ≤ d(k)c
(k)
0

α(k)

∞∑
n=h

(n− 1)−α
(k) ≤ d(k)c

(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
(h− 2)−α

(k)+1.

��� )�&/.�5 h

d(k)c
(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
(n∗

1)
−α(k)+1 ∼ c̃

(k)
1 h−α

(r)+1

d(k)c
(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
(h− 2)−α

(k)+1 ∼ c̃
(k)
2 h−α

(r)+1.

����0���&/�� -�&�0��*#

c̃1h
−α(r)+1 ≤ Ploss ≤ c̃2h

−α(r)+1, !;B"

���

c̃1 =
1

λ(r)Eτ (r)(Eτ (r) + Eκ(r))2

r∑
k=1

c
(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
!;G"
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�
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1

Eτ (r)(1− λ(r)Eτ (r))

r∑
k=1

c
(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
. !C="
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Pover ≥ q̃1h
−α(r)+1, !C;"

���

q̃1 =
1

(Eτ (r) + Eκ(r))2

r∑
k=1

c
(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
. !CC"
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Pover ≤ q̃2h
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λ(r)

(1 − λ(r)Eτ (r))
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k=1

c
(k)
0

α(k)(α(k) − 1)
. !CA"
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